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Sommario.

La degradazione della rigidezza di materiali soggetti a carichi ciclici rappresenta il primo stadio
dell’evoluzione del fenomeno della fatica: tale fase & caratterizzata dalla assenza di difetti
macroscopici nel materiale. La nucleazione di micro-cricche comporta tuttavia una sensibile
alterazione dei moduli elastici del materiale stesso, che pud avere importanti conseguenze a livello
strutturale, in particolar modo per quanto concerne I’alterazione delle frequenze modali di
vibrazione e dei carichi di buckling dei componenti: poiché la nucleazione dei difetti ¢ dominata
dalla presenza di porosita disperse in modo aleatorio nel materiale, la degradazione di rigidezza ha
una connotazione tipicamente randomica. La modellazione di tale effetto della fatica deve pertanto
essere condotta mediante il ricorso ad approcci di tipo probabilistico, anche se le sollecitazioni
applicate hanno natura deterministica.

Nel presente lavoro viene presentato un modello basato sull’impiego dell’espansione di
Karhunen-Loéve per caratterizzare il danneggiamento assiale di laminati unidirezionali
fibro-rinforzati: tale modello ¢ stato validato mediante 1’esecuzione di test di fatica su provini in
vetro — poliestere. ‘E stato osservato che la previsione delle statistiche della degradazione di
rigidezza, per la particolare tipologia di materiale in esame, richiede di considerare almeno i primi
due termini dell’espansione di Karhunen-Loéve rappresentativa della variabile cumulativa di
danneggiamento. Le curve caratteristiche della probabilita di danneggiamento, espressa in funzione
del numero di cicli di carico applicati al materiale, sono state computate numericamente e
confrontate con quelle dedotte dai test sperimentali: si & riscontrato un buon accordo fra le
previsioni numeriche del modello proposto ed i risultati delle prove di fatica.

1. Introduzione.
La degradazione del modulo di rigidezza assiale nei materiali compositi pud essere descritta
seguendo I'approccio proposto da Kachonov [6], ovvero introducendo la variabile scalare di
danneggiamento D
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dove E rappresenta il modulo di Young del materiale difettato ed Eo il modulo assiale del materiale
vergine.
L’ipotesi che il processo di danneggiamento a fatica del materiale composito in esame sia
descrivibile ricorrendo ad una sola variabile scalare é senza dubbio molto restrittiva: infatti un
carico assiale ciclico, quale quello impiegato nelle prove sperimentali descritte in precedenza, causa
la formazione nella matrice del materiale di due insiemi di microcricche, ciascuno ortogonale
all’asse del carico applicato. Assumendo che il composito sia trasversalmente isotropo rispetto alla
direzione di orientazione delle fibre, ne consegue che le quattro costanti caratterizzanti le proprieta
elastiche siano soggette a variazioni significative con il manifestarsi della fatica: diversi autori [6],
quali Lemaitre ¢ Chaboche, Halm e Dragon e Kracinovic hanno pertanto optato per una
modellazione del danneggiamento dei materiali, in particolar modo compositi, basata sull’impiego
di variabili tensoriali di secondo o quarto ordine. Tali approcci sono indubbiamente piul consistenti
con la realta fisica, almeno rispetto alla rappresentazione semplificata del danneggiamento



sintetizzata dalla (1). Nell’ambito del presente lavoro si prendera in considerazione il processo di
danneggiamento a fatica di laminati -unidirezionali in vetro — poliestere: per tale tipologia di
materiale, la sola variazione a fatica del modulo di Young, descritta mediante la (1), pud essere
comunque ritenuta ben rappresentativa del piu generale processo di degradazione delle proprieta
meccaniche globali del laminato. “E inoltre opportuno sottolineare come la finalita di questo lavoro
consista essenzialmente nell’analisi della aleatorieta intrinseca al danneggiamento da fatica, le cui
peculiarita sono ben evidenziabili anche prendendo in esame la variazione di una singola
componente del tensore di elasticita associato al materiale.

2. Ipotesi statistiche sulla variabile di danneggiamento D(y,t).
Si supponga che la variabile scalare D definita dalla (1) sia rappresentabile mediante un opportuno
processo stocastico D(y,t), dove y € un generico elemento dell’universo degli eventi ' e t & la
variabile temporale, che nel caso in esame potra essere assimilata al numero di cicli di carico
applicati ai campioni di materiale. Si assuma che la D(y,t) abbia natura gaussiana, ovvero che la sua
distribuzione sia esprimibile in ogni istante di tempo nella forma
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dove D(t) rappresenta il valore medio della D(y,t) e op(t) la relativa deviazione standard.
La probabilita che al tempo t il valore del danneggiamento ecceda una soglia stabilita D’ & quindi
restituita dalla relazione:

PID(y 1)z D)=1- [ £,(5.0)d5 3)

Uno dei principali vantaggi riscontrabili introducendo I’ipotesi di normalita per la D(y,t) consiste
nella possibilita di esprimerne la distribuzione caratteristica mediante due soli parametri, ovvero la
media e la deviazione standard: in realta tale particolarita sussiste anche per altre distribuzioni di
frequente impiego nell’analisi statistica dei dati. In particolar modo, nello studio del processo di
propagazione di cricche macroscopiche in materiali metallici, si & fatto spesso impiego della
distribuzione lognormale, che pertiene ad una variabile il cui logaritmo sia gaussiano. Tuttavia,
prendendo in considerazione il parametro di danneggiamento (1) impiegato nel presente lavoro,
I'ipotesi di lognormalita del processo stocastico creerebbe delle difficolta di natura numerica,
poiché il logaritmo della variabile D tenderebbe a divergere negativamente in presenza di effetti di
degradazione della rigidezza contenuti. D’altra parte I’impiego di una distribuzione gaussiana per la
D(y,t) comporta che esista comunque una probabilita finita che tale parametro possa assumere dei
valori negativi, condizione che ¢ fisicamente priva di consistenza: nel seguito si dimostrera la
probabilita associata con la condizione D(y,t)<0 risulta essere abbastanza limitata, ¢ comunque
decrescente nel tempo, come ¢ lecito attendersi poiché il danno prodotto dalla fatica nel campione
di materiale tende ad accumularsi all’aumentare del numero di cicli cui il provino & stato sottoposto.

3. Test sperimentali di fatica.

Un totale di 30 provini, realizzati in fibra di vetro E e resina poliestere, indurita con policarbonato
di calcio, sono stati soggetti a test di fatica: i laminati erano unidirezionali, con 24 strati ad
orientazione 0°. Tali campioni di materiale sono stati realizzati mediante la tecnologia della
pultrusione: le dimensioni caratteristiche dei provini erano 25 cm di lunghezza, 5 cm di larghezza e
0.3 cm di spessore. Le proprieta elastiche e la resistenza dei provini vergini sono state misurate
seguendo la normativa standard ASTM D3039-76, rilevando le deformazioni mediante estensimetri
HBM XY 3/20. I provini erano provvisti di tabs alle estremita, per garantire una uniforme
distribuzione degli sforzi nella sezione di mezzeria.



p(g/em’) | EGpa) | ExGpa) | i v | Gix(Gpa) | Gun(MPa)

2.7 2591 6.1 0.27 0.062 2.51 360

Proprieta meccaniche dei campioni vergini.
Tabella 1

I test di fatica sono stati eseguiti mediante una macchina idraulica ITALSIGMAL: il carico applicato
ha avuto il profilo di un’onda sinusoidale, con frequenza pari a 3 Hz, valore medio di 2 x 10° N e
stress — ratio R pari a 0.3. Tali prove sono state eseguite seguendo lo standard ASTM D3479-76: il
modulo elastico longitudinale dei provini ¢ stato misurato mediante un test statico ad intervalli di
2 x 10° cicli di carico.

L’andamento del valore medio D della D(y,t) risulta essere, in condizioni di sollecitazione costanti,
una funzione con buona approssimazione lineare del logaritmo del numero di cicli di carico cui il
campione di materiale ¢ stato sottoposto, come evidente dalla fig.1: operando una semplice
regressione lineare si ¢ quindi ottenuta la seguente espressione di D

D =0.1068log(N)—-0.9452 4)

dove N rappresenta ovviamente il numero di cicli di sollecitazione. Dall’equazione precedente &
immediato derivare che il rateo di danneggiamento medio del materiale & inversamente
proporzionale al numero di cicli di sollecitazione a fatica cui & andato soggetto, ovvero
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dN N
dove a ¢ il primo coefficiente di regressione che compare nella (4).
Tale andamento caratteristico ¢ interpretabile alla luce del fatto che il danno per fatica si produce
inizialmente nella matrice e si manifesta ad un numero di cicli che corrisponde al 5% circa della
durata totale dei campioni testati: successivamente alla micro - fratturazione della matrice segue la
rottura dell’interfaccia fibra-matrice, con conseguente delaminazione del materiale e rottura
localizzate delle fibre rinforzo. Durante tale fase, tuttavia, ’accumulo del danno avviene piu
lentamente, poiché le fibre fanno da ponte, “bridging”, fra i lembi separati della matrice fratturata e
sono contemporancamente soggette al “pull-out” dalla matrice stessa. La rottura del materiale
avviene di schianto quando la porzione di rinforzo lavorante si riduce ad una frazione tanto ridotta
da non poter piu resistere al carico applicato, condizione che corrisponde al rapido incremento
finale del danno accumulato.

)

4. Rappresentazione della variabile di danneggiamento mediante [’espansione di
Karhunen-Loéve.
La stima della deviazione standard della D(y,t) pué essere efficacemente condotta introducendo lo
sviluppo di Karhunen-Loéve: si supponga di considerare la matrice di covarianza del processo
stocastico D(y.t), che € esprimibile nella forma
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dove D/* indica la k-esima realizzazione del processo D(y,t) all’i-esimo istante temporale; P ¢ il
numero complessivo di realizzazioni prese in esame. La natura della matrice di covarianza,
sintetizzata dalla (6), ¢ tale che essa risulta reale, simmetrica e definita positiva: pertanto i suoi
autovalori risultano reali e positivi ed i suoi autovettori sono ortogonali.



Si introduca allora 1l processo stocastico ausiliario discretizzato Xi(y), legato alla D(y,t) dalla
relazione

X, =o,(D,-D)) (7

D mean value
(=]
(5]

g8t

D14Fs

012 " " i " i i "
102 104 106 108 n 12 14 e 18

log(N)

Valore medio della variabile di danneggiamento D(y,t) in funzione del tempo.
Fig. 1

dove @ ¢ la matrice che porta sulle colonne gli autovettori della C. ‘E evidente che il processo X{(y)
risulta essere a media nulla; inoltre la matrice di covarianza ad esso associata pud essere espressa
nella forma

Col¥, ()= ZX‘”X‘“ Zm (p®-p, (0¥ -D.)=
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Si osservi tuttavia che il problema agli autovalori per la matrice di covarianza C della D(y.,t) si
scrive nella forma

Ca®u=D,A, )
dalla quale é immediato ottenere
Ay =®C, (10)

Il confronto fra la (8) e la (10) permette quindi di evidenziare che la matrice di covarianza del
processo Xi(y) ¢ diagonale: se M & I'estremo degli indici temporali associati alla Xi(y) ed,
ovviamente, alla Di(y), ne consegue che Xi(y) & costituito da M variabili random indipendenti a
media nulla. Invertendo la relazione (7) si ottiene pertanto

D,=D,+®,X, (11)

Introducendo il set di variabili random y;(y) a media nulla e varianza unitaria, legate alle X;(y) dalla
semplice trasformazione



(12)

lo sviluppo (11) assume la forma dovuta a Karhunen e Loéve

v
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L’espansione (13) ¢ in generale estesa ad un numero di termini pari al numero di istanti M in cui é
stato discretizzato il processo D(y,t), che corrisponde alla dimensione della matrice di covarianza
del processo. Il peso relativo dei termini che compaiono nello sviluppo & determinato
essenzialmente dal modulo dell’autovalore ad essi associato. Si supponga di troncare I’espansione
(13) ai primi Q termini con Q < M, assumendo che I'indice “i” scandisca autovalori ordinati in
modo crescente: pertanto dalla (13) si ottiene

D}'Egﬁiﬂ*,#_,z; (1)
dove D', indica il valore approssimato della variabile di danneggiamento.
L’errore quadratico medio commesso troncando lo sviluppo (13) pud essere espresso nel modo
seguente:

RS o O ()

=l j=l

dove I"apice “p” indica la p - esima realizzazione dei processi stocastici D, ¢ D”,
Sostituendo le equazioni (13) e (14) nella (15) si ottiene la seguente espressione dell’errore
quadratico medio:

52@)=%£i i i\/j_iﬁq’n'bﬂfmlfmi:i i iﬁﬁ‘bnq’fﬁu: i’l.t (16)

p=l f=1 k=0+1 1=0+1 =1 k=0+1 =0+ =+l
avendo sfruttato le seguenti relazioni

P M
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P =
ovvero I'indipendenza delle y; e la normalita degli autovettori della matrice di covarianza C.
Dalla (16) ¢ quindi evidente che I’errore che si commette troncando lo sviluppo a Q termini é pari
alla somma degli autovalori da Q+1 ad M. Le registrazioni della variabile di danneggiamento D(y,1)
nel caso delle prove di fatica effettuate nell’ambito della stesura del presente lavoro hanno
evidenziato che i primi due autovalori della matrice di covarianza del processo sono largamente
dominanti sui rimanenti: infatti si ¢ ottenuto A, = 1.556x10™, A, = 1.556x10”, mentre la somma dei
rimanenti autovalori ¢ pari a 4x10”. Cio comporta che, nel caso dei test di fatica qui esaminati,
Ierrore quadratico medio commesso considerando i primi due termini dello sviluppo di Karhunen-
Loeve (13) sia pari al 2.3%. La deviazione standard della D(y,t) é esprimibile a partire dalla

espansione (13) nella forma
Al
o'p = [3 0%, (17)
=]

Considerando lo sviluppo (14) troncato ai soli primi due autovalori, la (17) assume la forma
seguente

o’p =@, + O A, (18)
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L’accuratezza dello sviluppo troncato di Karhunen-Loéve é confermata anche dal confronto fra i
valon spenimentali della deviazione standard della D(y,¢t) e quelli ottenuti numericamente
considerando Q=2 nella (14): tali andamenti sono riportati in fig2. Introducendo il tempo
adimensionale t, definito dalla relazione seguente:

t=lo mjl (19)
D(0)
si puo osservare, come evidente dalla fig.3, che i primi due autovettori della matrice di covarianza C
presentano un andamento lineare con buona approssimazione rispetto alla T stessa. Cié comporta
che le espressioni linearizzate degli autovettori possano essere sostituite nella equazione (18), in
modo da ottenere una stima attendibile della deviazione standard in funzione del numero di cicli di
sollecitazione cui il provino € stato soggetto. In fig 3 ¢é riportato I'andamento del tempo
adimensionale in funzione del logaritmo del numero di cicli di carico, mentre in fig. 4 & riportato
I’andamento dei primi due autovettori in funzione della t: la linea continua in fig. 2 rappresenta la
deviazione standard stimata introducendo nella relazione (18) I’espressione linearizzata degli
autovettori di C. Tale stima risulta essere in accordo entro il 6% con quella dedotta direttamente dai
dati sperimentali.
Noti quindi gli andamenti in funzione del numero di cicli del valore medio della D(y,t) e della
relativa deviazione standard, le relazioni (2) e (3) restituiscono rispettivamente la funzione di
distribuzione del danneggiamento in funzione del tempo e la probabilita di superamento di una
assegnata soglia D’ di decadimento del modulo di rigidezza assiale.
La densita di probabilita associata alla D(y,t) é riportata in fig. 5: si pud osservare come, per un
basso numero di cicli di carico, esista, in base alla simulazione numerica, una probabilita
apprezzabile di avere D<0, condizione fisicamente non plausibile, come sottolineato in precedenza.
Tuttavia I'entita di tale effetto ¢ limitata ad un probabilita del 5% circa per I'istante iniziale posto a
28.000 cicli, tendendo poi rapidamente a ridursi: infatti essa diviene inferiore allo 0.01% dopo i
40.000 cichi.
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Nelle fig 6 ed 7 ¢ riportato 1’andamento della probabilita che il parametro di danneggiamento superi
i quattro valori di riferimento 0.10, 0.15, 0.20 ¢ 0.25 in funzione del logaritmo del numero di cicli: i
valori sperimentali sono messi a confronto con quelli ottenuti numericamente dalla relazione (3). Si
pud notare come questi ultimi siano in buon accordo con quelli derivati dai test di fatica, fatta
eccezione per alti valori della probabilita (>0.8). Tale discrepanza ¢ attribuibile al fatto che la
probabilita dedotta dai dati sperimentali ¢ definita come rapporto del numero dei casi “favorevoli”
(D>=D") rispetto a quelli possibili, ovvero al numero di realizzazioni sperimentali: essendo
quest’ultimo relativamente ridotto, ¢ evidente che la convergenza al valore unitario della probabilita
sperimentale ha significato limitato.

5. Riassunto e conclusioni.

La degradazione della rigidezza assiale, prodotta dalla fatica in campioni di materiale composito
unidirezionale vetro — poliestere, ¢ stata sperimentalmente rilevata eseguendo test di carico ciclico
secondo lo standard ASTM D3479-76: la degradazione del modulo di Young del materiale ¢ stata
descritta mediante I'introduzione di una variabile di danneggiamento scalare. In accordo con
risultati gia ampiamente discussi in letteratura, si ¢ inoltre rilevata una marcata dispersione dei
valori del danneggiamento stesso in funzione del numero di cicli di sollecitazione applicati ai
provini. Pertanto la degradazione di rigidezza dei campioni ¢ stata descnitta mediante I'introduzione
di un processo stocastico non stazionario con distribuzione gaussiana: il valore medio della
variabile di danneggiamento ¢é risultato essere con buona approssimazione una funzione lineare del
logaritmo del numero di cicli di carico applicati ai campioni. La deviazione standard del processo di
degradazione della rigidezza ¢ stato calcolato mediante sviluppando la vanabile di danneggiamento
mediante I'espansione di Karhunen-Loéve: si ¢ inoltre dimostrato che ¢ sufficiente troncare
quest’ultima al secondo ordine per ottenere risultati sufficientemente approssimati. Di conseguenza
si sono ottenute le curve di distribuzione della variabile di danneggiamento in funzione del numero
di cicli di carico applicati ai campioni di materiale: queste ultime sono risultate in buon accordo con
quelle dedotte dalla analisi statistica diretta dei dati sperimentali. Ulteriori sviluppi del modello
proposto sono necessari per descrivere I'influenza dei parametni caratterizzanti i cicli di carico
imposti, quali stress-ratio, valore medio e frequenza, sulle caratteristiche statistiche del processo
stocastico rappresentativo dell’accumulazione del danno.
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