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Sommario

Viene proposta una nuova formulazione per I'analisnerica del problema della frattura che si ingaad
nell’ambito dei metodi "privi di elementi”, per cla discretizzazione del dominio € puramente nqdale
eliminando il concetto di connettivita. La formuiaze & basata sulla costruzione di funzioni di f@rm
attraverso una approssimazione mobile ai minimidcata gia nota in letteratura [1] la cui peculiarit
consiste nella definizione di un funzionale genezalto dell’energia potenziale totale di tipo laggeno
aumentato. Tale approccio risolve, in maniera cdaponalmente efficiente, alcuni problemi tipici di
guesti metodi e consente di introdurre un grandeana di moltiplicatori lagrangiani senza aumentare
dimensione del problema ed inducendone peraltconaessita.

Tale strumento ha consentito la definizione di wowo modello per la simulazione della discontinuita
della frattura basato sull'imposizione di condiziah interfaccia in corrispondenza dei lembi di una
"frattura virtuale".

Abstract

A new meshless formulation for the numerical anslg&the crack discontinuity is proposed. The doma
discretisation is made exclusively in terms of sodad no connectivity is needed. The formulation is
based on the moving least squares approximation §bd its peculiarity relies in the definition of a
generalised augmented lagrangian total potentiakrgg functional. This approach solves, in a
computationally effective way, some of the weltMkmshortcomings of these methods and allows the
introduction of a large number of lagrangian muligps without increasing the size of the problend an
enforcing instead its convexity.

The properties of the proposed formulation areisdéd for the definition of a new model for the
simulation of the crack discontinuity, which enfsdnterface conditions between the sides of duafir
crack".

1. Introduzione

La modellazione di alcuni problemi di meccanicast#idi, come quelli in cui sono presenti discouiia



0 singolarita nei dati o nella soluzione, richiddesviluppo di adeguate tecniche di analisi. Per la
trattazione di questi problemi si é fatto spessorso ad opportune estensioni del metodo degli exdim
finiti, che tuttavia risultano spesso non particolante soddisfacenti. Cio e essenzialmente dovdaita
che, essendo il metodo degli elementi finiti basatibe proprieta di approssimazione locale deirmotii,
sono necessarie discretizzazioni estremamenteericetie zone in cui la soluzione € non polinomiakk,
inoltre, nel caso di problemi evolutivi con lineediscontinuita mobili, come quelli di propagaziomella
frattura, si richiede la continua ridefinizione ldeinesh di elementi. Per superare queste difficsiitdo
stati recentemente sviluppati metodi numerici inl@pprossimazione viene costruita esclusivamemte
termini di nodi. Tali metodi si dividono essenziainte in due classi: (a) metodi basati su estensioni
dell'approccio alle differenze finite [2] e (b) noeli basati sulla introduzione di concetti derivddille
teorie di interpolazione dei dati in uno schemaiazaonale [3,4]. Questi ultimi hanno recentemente
ricevuto sostanziali impulsi dal lavoro di diver8utori e sono stati inquadrati in un approccio
matematicamente unitario attraverso i contributBdbuska & Melenk [5] e Duarte & Oden [6], che
hanno riconosciuto come essi appartengano ad unarmpia classe di metodi basati sul concetto di
partizione dell’unita. Una proprieta particolarmeattraente di questi metodi consiste nella pdgsildi
costruire le funzioni di interpolazione a partira dna base prefissata di funzioni. Cio consente di
introdurre nell’interpolazione integrali noti pdrpgroblema in esame, migliorando significativamelate

proprieta di approssimazione. Un esempio tipicdirdrdduzione deII’integraIev'{; nei problemi di
meccanica della frattura elastica lineare.

Nel presente lavoro viene introdotto un metodounle "funzioni di forma" vengono generate utilinzi®
una approssimazione mobile ai minimi quadrati (ML.34oving Least Squares Approximation) [1,7],
mentre la formulazione variazionale e basata stibduzione di un funzionale generalizzato dellrgiee
potenziale totale di tipo lagrangiano aumentatuilpunto sella nelle variabili dirette (variabiodali di
approssimazione) e duali (moltiplicatori lagrangjaostituisce la soluzione del problema.

Tale approccio consente di imporre le condizionicahtorno essenziali ed in generale vincoli sulle
variabili di stato (quali condizioni di interfac¢ian maniera efficiente, in quanto la soluzionenee
determinata iterando alternativamente sulle vdriabiette e duali mentre I'Hessiano del funzionale
rispetto alle variabili dirette risulta bandatoefidito positivo. Vengono quindi superati gli ina@mienti
evidenziati da vari Autori [1] nella imposizionelldecondizioni al contorno.

La possibilita di introdurre un elevato numero diltiplicatori lagrangiani senza degradare le pmeta

del metodo ha consentito di definire un nuovo miodekr la trattazione della frattura basato sulla
imposizione di condizioni di continuitd degli spastenti e delle deformazioni lungo una “frattura
virtuale". Tale modello abbandona quindi gli schdmasati su modificazioni anche complesse delle
funzioni peso con cui il problema viene affrontatdetteratura [8].

Dopo una descrizione della costruzione delle "fonzdi forma" MLSA, queste vengono introdotte nella
formulazione variazionale lagrangiana aumentatapdablema. Viene inoltre descritto il modello della
"frattura virtuale" e si riportano i risultati dna applicazione numerica.

2. Approssimazione MLS.

Nel presente paragrafo viene descritta brevemelgprbssimazione mobile ai minimi quadrati
utilizzando la notazione riportata in [1]. Ques&xrtica fornisce I'approssimazione di una funzione
attraverso i valori che essa assume in un insianperti, utilizzando una base prefissata di funiziesh
opportune funzioni peso. Si consideri 'approssiimae di una funzione scalatgx) in un dominioQ e

siano %r, {=1..M *;€ 5 un insieme di nodi e®: i valori della funzione da approssimare in
corrispondenza degli stessi. Siano inc”2= ¥* ~ %) delle funzioni peso con supporto compatto. Se il

supporto delle funzioni pes¥r viene assunto circolare e di rag¢’sy poiché esse devono assumere



valore massimo in ciascun pur’rn, le stesse costituiscono un insieme di funzidmléa (fig. 1).

L]
La funzione approssimante ML (x:', e definita mediante la combinazione lineare da Wase

prefissata din funzioni £ %) i cui coefficienti% dipendono dal punte:

(0= 2 @a ) = (p(0) (6

i-l (Lert ) =l (1)

(x)

Eooy
| coefficienti “*! vengono determinati imponendo che il quadratoadeitferenze® () “%(%) a3 |a

funzione approssimata e la funzione esatta neii [*71sia minimo. Si introduce pertanto il seguente
funzionale :

W

. 2
Jix) = lZw(x —xg) [zpi (% (x) — z.tf]
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dove la presenza delle funzioni pe*s rende locale I'approssimazione, nel senso chéa definizione
di "r':x:', intervengono solo glh punti le cui funzioni peso hanno supporto contémehpuntox. |l

minimo di 7 (%) porge i valori d % (x) in funzione delle®s nella forma :

ta(x)) =[D(x) i)

[l ) {aeez)  (mel) (3)

Introducendo I'eq. (3) nell’eq. (1) si ottiene:

W () = Zp R (x) = () [P e} = ()" ()

[Lane ) [aen)  (mml) [l ) I:?bcl:ll (4)

Le funzioni #x) sono comunemente dette "funzioni di forma" defpiagssimazione MLS in quanto I'eq.
(4) e formalmente coincidente con le formule deipblazione utilizzate nel metodo degli elememitii
L’approssimazione MLS, eq. (4), gode della progriehe ognuna delle funzioni presenti nella base

() venga descritta esattamente dall’approssimazi&ssa inoltre possiede le caratteristiche di
continuita e differenziabilita delle funzioni dellzmase e delle funzioni peso. Naturalmente, affinithé



minimo del funzionale” (%) possa essere calcolato, € necessario che siadisfatie opportune ipotesi
sulle funzioni che compongono la base, sulle fumzu@so e sulla topologia delle loro intersezioni.

Si osservi infine che, mentre le funzioni di forotdizzate nel metodo degli elementi finiti garaeiono il
soddisfacimento automatico delle condizioni al comb essenziali, le funzioni di forma MLS non godon

]
di tale proprieta in quanto, in generale, dall'é4). risulta * )=y p dunque necessario utilizzare
I'eq. (4) nellambito di una formulazione che pread’imposizione esplicita di tali condizioni.

3. Formulazione variazionale lagrangiana aumentata.

Nella sezione precedente si e illustrata la cogtngzdelle funzioni di forma MLS con riferimento ada

funzione scalare. Nel seguito, al fine di sempdific la notazione, si continuera ad indicare u* (%)
'approssimazione MLS della funzione (vettorialppstamento, in cui ciascuna componente e descritta
mediante I'eq. (4). La soluzione del problema @gjliilibrio elastico di Cauchy sul domin{» e data dal
punto di minimo del seguente funzionale dell’engrgiotenziale generalizzato, in cui ai campi di
spostamenti e deformazioni esatti sono state gistle rispettive approssimazioni MLS:

() = 5 [, (371B)(4 42 - [ M) (g} ds+ [ ind(@a”) - @))as "

dove [£] & I'operatore elastiC({,E} il vettore delle deformazioni, men'?! e & sono le forze e gli
. | R -
spostamenti assegnati al contorno. La funzioneidie 2 (%™} ~{#}) assume il valor+ = quando
A —
™) = {”}, zero in caso contrario. Tale termine introducecdadizioni al contorno essenziali tra le

[115)

equazioni di Eulero-Lagrange del funzion che risulta non differenziabile.

Al fine di rendere continuo e differenziabile ilrfzionalen":”:' si introducono le reazioni vincolari nodali
i} e rultimo addendo viene sostituito dalla sua tagpzazione lagrangiana aumentata [9]:

[, 4 (") - @)a5 = mas )7 (@) - @) + S @((@) - @) o

in cui @> 0 & il parametro di penalizzazione, mentre le redz "} hanno il ruolo di moltiplicatori
k =
lagrangiani. Sial“*! la matrice delle funzioni di forma MLS, tale cl'¥ & =lG X} o gia

ta(m)} =[G, (x))e} = Symerad({ G, ()1})  hyroducendo 'eq. (6) nelleq. (5) si ottiene seguente
funzionale :

M (), 0)) = 5 @7 [[GFIZUG1d0 () - )7 [, [, @) 45 +

) ~[G 1))+~ (@) -Gy 1)),
2 @)

che puo riscriversi in forma compatta come :

[Ty (e} {r}) = %{u}T[K]{H} — (N )+ )T ) - (Gl + % ({7} ~[Gy 1)) @®



essendc[Gf] la restrizione d[G“] a ‘ﬂ“. Le quadrature sul dominiQ e sulla sua frontiera vengono
realizzate per integrazione gaussiana definitarsaumesh di elementi finiti di sfondo. Essi giocaho
ruolo di celle di integrazione e determinano lanfargeometrica del dominio senza intervenire sulle
proprieta dell'approssimazione MLS.

Il principio di minimo per il funzionale non diffenziabile 1%} viene dunque trasformato nel seguente
principio di stazionarieta per il funzione!lac:

i tmax [Ty ({u} . 4r})

@} b} . (9)

la cui soluzione numerica viene ottenuta medidatgdritmo del lagrangiano aumentato. Esso, nela s
forma piu semplice, € basato su iterazioni altesumide variabili dirette e duali fino al raggiunginte
della convergenza, secondo lo schema :

() = argmae Ty (6, (),
i+l : i (10.a)
)™ = argﬂgﬁl Ty ek 7)) (10b)

L’iterazione sulle variabili dual,{’"}, eg. (10.a), puo essere realizzata mediante ihaulardi Hestenes e
Powell [10,11], che equivale ad utilizzare I'algoro della massima pendenza sul problema duale:

(' =)™+ d@m -G gy

Il valore del parametro di penalizzaziooepud assumere un valore costante o essere oppotnia
modificato nelle iterazioni. Il suo valore conteolla velocita di convergenza nelle variabili duadi

I

assicura che I'Hessiano del funzioni**4 sia definito positivo e ben condizionato. Il mimnsulle

variabili dirette %1 puo essere dunque determinato iterando alla Newditla variabili @} ¢ tenendo
fisso il valore delle variabili duat’™} .

Mentre gli approcci classici, basati sull'impiegawbltiplicatori lagrangiani e su principi varianali alla
Galerkin, producono sistemi di equazioni linearcla matrice dei coefficienti & indefinita, non lolata e

di dimensione pari alla somma delle variabili de@e¢ duali, I'approccio proposto presenta i seguent
vantaggi :

e I'Hessiano del funzionale rispetto alle varial®! & definito positivo, bandato e necessitay &e
costante, di un’unica fattorizzazione;

¢ |le condizioni di vincolo vengono soddisfatte coevalta precisione in poche iterazioni;

e puo essere introdotto un grande numero di vinoadjuanto la determinazione dei moltiplicatori
(variabili duali) avviene con scarsissimo onere patazionale, eg. (11), e la dimensione del
problema nelle variabili dirette rimane immutata.

Il metodo consente quindi un’agevole introduziorded condizioni al contorno in problemi di grandi
dimensioni (quanto a numero di variabili) ed il disflacimento estremamente preciso dei vincoli,
evitando gli inconvenienti sottolineati in lettared nell’'utilizzo di moltiplicatori lagrangiani orjmcipi
variazionali modificati [12] e rendendo non necegstecniche quali 'accoppiamento con elemeniitifin
ai fini della imposizione delle condizioni al como [1]. Inoltre, ulteriori vincoli (ad esempio, mdizioni

di interfaccia) possono essere aggiunti in manmaraediata.



4. Modellazione della frattura.

Una importante proprieta dell’approssimazione Mldhgiste nel produrre soluzioni con il desiderato
grado di continuita e differenziabilita attraverswa opportuna scelta delle funzioni peso e delei@ni

di base. Ne segue che la trattazione di discoméingome quelle relative ad interfacce tra différen
materiali o a fessure, richieda uno speciale ampvoc

L’accoppiamento tra materiali diversi € stato affedo mediante I'imposizione di condizioni di cantita
lungo la linea di interfaccia con il metodo dei tilicatori di Lagrange [13] e soffre degli incomrenti
numerici evidenziati a proposito del problema detiadizioni al contorno. Il problema della disconita
della frattura, e piu in generale di domini di f@mon convessa, viene trattato in letteratura\agisa
opportune modificazioni dei supporti delle funzipeso [8]. La modificazione dei supporti delle fiomz
peso non introduce infatti variabili aggiuntivepbene la determinazione delle funzioni di formaeted
loro derivate risulti maggiormente laboriosa. Nglica della formulazione lagrangiana aumentata del
metodo, tuttavia, poiché le condizioni di interfi@ccpossono essere imposte in maniera
computazionalmente conveniente, si & definito unvounodello che evita la modificazione dei supporti
delle funzioni peso.

Nodo MLEA ~

1T

—D, | X

I R

_ Fratturg virtaale e In tale modello la frattura viene virtualmente
Woadn & iwiterfanm & estesa nella direzione della tangente all’apice
- o (fig. 2). Tutte le funzioni peso i cui supporti
fma 2 T intersecano la frattura reale vengono tagliate
sia lungo la frattura reale che lungo quella vigu@engono cioé considerati appartenenti allagpaestra
DR o sinistra D del solido fessurato), mentre le funzioni pesaiistpporti intersecano solo la frattura
virtuale rimangono invariate. Il modello introdugea linea di discontinuita lungo la frattura viftelaa
causa del taglio dei supporti delle funzioni pedwe viene eliminata introducendo una serie di rabdi
interfaccia in cui vengono imposte le condizioncdntinuita degli spostamenti e delle deformazioni

() = () (s, ) ={ed ) g9

La lunghezza della frattura virtuale deve essete thhe nessuna funzione di supporto contenga
contemporaneamente l'apice della frattura realeuellg della frattura virtuale; in caso contrario si
manifesterebbero discontinuita nel campo di spostainmella zona antistante la frattura virtualed Guo
essere ottenuto assumendo una lunghezza dellardratirtuale pari ad almeno due volte il raggio
massimo dei supporti delle funzioni peso che larggcano.

Le condizioni di interfaccia, eq. (12), vengono osfe aggiungendo al funzionan':”:', eq. (5), il
termine

[ ndcad) - @h ) +ind(( o) —{n-eﬂk}:l]ds' 13)

la cui regolarizzazione lagrangiana aumentatasedaente :



max (o) (e} - @5 ) % (e, )~ () +

rehiorn

T A - (4 ) % ({5}~ ()%
(14)

essendc{r"ﬂ’}’{ﬁ"ﬂ’} I moltiplicatori lagrangiani associati alle conidizi di interfaccia lungo la frattura
virtuale. Il principio variazionale per il solidegsurato € dunque :

[T Gl Arh (et e

tin tnax
{o} {rhlrehiop) , (15)
e viene numericamente risolto attraverso l'iteragitagrangiana aumentata, eq. (10).

Il modello é stato testato considerando una lagtttangolare di dimensione finita (fig. 3), aveniea
fessura di bordo al centro del lato di lunghezzgygiae e soggetta ad uno stato di trazione uniforme
lungo le facce di lunghezza minore.

Il metodo proposto ha consentito la determinazidekefattore di intensificazione degli sforzi conaun

precisione dell’1%, utilizzando una discretizzazaron 327 nodi MLSA, 126 celle di quadratura (4136
punti di Gauss) e mostrando la convergenza allazswie esatta al crescere della densita della
discretizzazione. L'esempio € stato condotto w#izdo funzioni peso cubiche e come base di funzioni

{Layr) , essendo la distanza dall’apice della fessura.

5. Conclusioni

E’ stata presentata una nuova formulazione del mpsh-freebasata sull’'utilizzo dell’approssimazione
MLS [1] e su un principio variazionale di tipo lagigiano aumentato.

Tale formulazione consente I'imposizione delle dmimhi al contorno essenziali e di ulteriori vingol
quali condizioni di interfaccia, in maniera immedi@ numericamente efficiente. Le sue proprieta son
state utilizzate per la definizione di un nuovo midm per la simulazione della discontinuita dehattura
che evita la modificazione dei supporti delle fumzi peso mediante l'imposizione di condizioni di
continuita lungo una "“frattura virtuale".
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