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SOMMARIO: Nel presente lavoro è proposto un modello di danneggiamento per il
materiale muratura considerato come un composito a microstruttura periodica. Si
ipotizza che le fessure si sviluppino esclusivamente nelle giunzioni di malta e che i
blocchi di mattone siano linearmente elastici. Si utilizza un criterio di resistenza alla
Coulomb per i letti di malta. Si presenta quindi una procedura numerica basata sulla
tecnica degli elementi finiti per l'analisi di pannelli murari. E' studiato infine il
comportamento di tipiche strutture murarie.

PREMESSA

La muratura è uno dei più antichi materiali strutturali. Ciò nonostante l'analisi di strutture
murarie resta un difficile compito per l'ingegnere, in quanto richiede almeno lo studio di
elementi bidimensionali a comportamento fortemente non lineare. La muratura infatti è
soggetta a fenomeni di danneggiamento e di ampia fessurazione anche per carichi
relativamente limitati. La determinazione di opportuni legami costitutivi
multidimensionali per i materiali murari rappresenta un settore di ricerca di particolare
interesse tutt'oggi molto attivo. Tre tipi di modelli sono stati proposti nella letteratura
tecnica per lo studio del comportamento di strutture murarie: modelli continui
fenomenologici, modelli discreti a blocchi, modelli continui micromeccanici. Il modello
continuo fenomenologico più utilizzato, sopratutto in Italia, per il materiale muratura
appare il cosidetto materiale non resistente a trazione. Infatti la muratura presenta una
bassissima resistenza a trazione in confronto a quella a compressione, per cui potrebbe
apparire giustificato considerare una resistenza a trazione nulla ed un comportamento
indefinitamente elastico a compressione (Heyman, 1966;\ Romano e Sacco, 1984; Como
e Grimaldi, 1985; Giaquinta e Giusti, 1985). Le strutture monumentali sono realizzate da
blocchi sovrapposti a secco o tramite letti di malta. I blocchi di pietra sono schematizzati
tramite elementi rigidi ovvero elastici lineari, mentre per le interfacce si utilizzano
particolari legami costitutivi. Per blocchi sovrapposti a secco generalmente si ricorre a
interfacce governate da legami unilaterali con attrito alla Coulomb. Studi in tal senso
sono stati sviluppati adottando approcci analitici semplificati (Yim et al., 1990), o tramite
schematizzazioni agli elementi finiti (Chiostrini e Vignoli, 1989; Grimaldi et al., 1992).
Legami costititivi non lineari sia per il blocco che per la malta sono proposti ed utilizzati,
per esempio, da Gambarotta e Lagomarsino (1994), e da Lofti e Benson Shing (1994)
che forniscono anche un algoritmo numerico return map per l'analisi agli elementi finiti.
La muratura è in realtà un materiale composito realizzato tramite l'inclusione di blocchi in
una matrice di malta. Ne consegue che le teorie ed i modelli sviluppati per lo studio dei
materiali compositi possono essere applicati con successo al materiale muratura. In
particolare, la tecnica dell'omogeneizzazione può condurre alla determinazione delle
proprietà meccaniche dei materiali eterogenei note che siano quelle dei singoli
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componenti (Aboudi, 1991). In altre parole si può giungere al legame costitutivo
macroscopico del mezzo a partire dal problema micromeccanico.
Il materiale muratura maggiormente utilizzato nelle costruzioni presenta una geometria
regolare con i blocchi ed i letti di malta che generano una microstruttura periodica. Un
approccio micromeccanico allo studio della muratura regolare è stato sviluppato in
(Pande et al., 1989; Kralj et al., 1991), dove è stato utilizzato il metodo di Mori-Tanaka
e quello della laminazione per determinare il comportamento in campo lineare della
muratura. La stessa tecnica di omogeneizzazione è stata utilizzata da Papa (1990) per
definire le proprietà elastiche del mezzo murario, ricorrendo poi ad un modello
fenomenologico per il danneggiamento. Quindi, Pietruszczak e Niu (1992) e Gambarotta
e Lagomarsino (1994) hanno utilizzato il metodo di Mori-Tanaka e quello della
laminazione per sviluppare un'analisi non lineare del materiale muratura. Superfici limiti
ammissibili nello spazio delle tensioni sono stati ottenuti in (Alpa e Monetto, 1994) per
murature a secco, ed in (De Felice, 1994) nel caso di mezzi che presentano coesione tra i
blocchi. Un approccio micromeccanico agli elementi finiti per mezzi murari periodici è
presentato da Anthoine (1995) per il calcolo delle proprietà elastiche di tale materiale.
Recentemente, è stato proposto da Luciano e Sacco (1995, 1996) un modello di danno
della muratura periodica ottenuto risolvendo il problema micro-macro tramite una
particolare tecnica agli elementi finiti.
Nel presente lavoro è proposto un modello di danneggiamento per il materiale muratura
considerato come un composito a microstruttura periodica (Luciano e Sacco, 1995;
1996). Viene presentata una legge cinetica di danneggiamento discretizzata. Si
individuano tutti i possibili stati fessurati della muratura. Si suppone a tale scopo che le
fessure si sviluppino esclusivamente nelle giunzioni di malta e che i blocchi di mattone
abbiano comunque un comportamento elastico lineare. Inoltre, si ipotizza che se nasce
una fessura in una giunzione, essa si propaghi in tutta la giunzione. In definitiva si
determinano i possibili stati per la muratura integra e danneggiata. Quindi si definiscono i
possibili percorsi di danneggiamento che può subire il materiale durante l'applicazione del
carico esterno. Si utilizza un criterio di resistenza locale di tipo coesivo alla Coulomb per
determinare la superficie limite di rottura del materiale omogeneizzato. Inoltre il modello
di danneggiamento proposto viene adottato per l'analisi non lineare di semplici strutture
murarie bidimensionali. E' sviluppata una procedura numerica basata sulla tecnica degli
elementi finiti. Per alcuni pannelli murari si individuano i vari tipi di collasso possibili al
variare della condizione di carico e delle proprietà di resistenza della malta.

MICROMECCANICA DEL DANNO

Una muratura con regolare tessitura blocchi-malta è un composito con miscrostruttura
periodica. Per studiare il comportamento del composito si ricorre alla teoria della
omogeneizzazione che intende determinare le proprietà globali del composito in funzione
delle proprietà dei singoli componenti, ben tenendo in conto della effettiva disposizione
geometrica dei blocchi e della malta. A tale scopo è necessario individuare una cella
ripetitiva del materiale. In particolare, nel seguito si considera la cella unitaria riportata in
Figura 1.
Si suppone che il danneggiamento della muratura sia provocato esclusivamente dalla
apertura di fessure nella malta, mentre i blocchi hanno un comportamento
indefinitamente elastico lineare e non sono quindi soggetti ad alcun tipo di fessurazione.
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Si ipotizza inoltre che qualora uno dei giunti di malta, denotati con i numeri da 1 a 8 in
Figura 1, si cominci a fessurare, esso si fessuri completamente. In definitiva è possibile
che i giunti da 1 a 8 siano integri o definitivamente fessurati. Un giunto fessurato a sua
volta può trovarsi in condizione di fessura aperta ovvero chiusa. Nel seguito, si suppone
che qualora il giunto fessurato sia chiuso, tra i lembi della fessura ci sia contatto unilatero
senza attrito.
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Figura 1: Cella unitaria per muratura regolare.

Le fratture devono soddisfare alcuni semplici requisiti geometrici e di periodicità. In
particolare accade che la frattura nel giunto 1 è sempre accompagnata dalla frattura nei
giunti 4, 5 e 8; analogamante i giunti 2 e 7 si fratturano insieme, così come i giunti 3 e 8.
Tali condizioni riducono a 8 i possibili stati della cella unitaria. Gli stati della muratura
indicati con s1-s8, sono definiti in tabella 1. Ad ogni stato che presenta n fessure
corrispondono poi 2n sottostati definiti dai casi in cui le fessure sono chiuse o aperte.

Tabella 1: Stati fessurati della muratura regolare.
Stato s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8
Giunti

fessurati
- 1-4-5-8 1-2-4-5-7-8 1-3-4-

5-6-8
2-7 2-3-6-7 3-6 tutti

Ad ogni stato (e sottostato) s corrisponde un tensore di rigidezza elastico globale C s( )
che si determina risolvendo un problema di omogeneizzazione. Per una deformazione
media εε assegnata nella cella unitaria si calcolano i campi microscopici di spostamenti v
di deformazione E e quindi di tensione S, la cui media è denotata con σσ. Si ha allora che:

C s( )εε σσ= (1)
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La legge evolutiva del danno deve imporre la naturale condizione che nella cella unitaria,
durante il processo di carico assegnato nel tempo, il numero delle fratture può solo
aumentare, in quanto le fratture non si possono ricucire. In Figura 2 sono allora riportati
gli stati ed i 6 possibili percorsi di danno che possono verificarsi nella muratura. Nella
Figura le linee più spesse indicano la presenza di fessure.

s1

s5

s6

s8

s3

s2

s4

s7

Figura 2: Stati e possibili percorsi per la muratura.

Per verificare la formazione di nuove fessure si adotta il criterio di resistenza di Coulomb
con coesione. In particolare, si valuta ad ogni istante di tempo la tensione normale σσn e
tangenziale ττ nel punto medio di ogni giunto di malta ancora integro, dovuta alla
deformazione media εε. Se in un giunto lo stato tensionale viola il criterio di Coulomb
allora si determina l'apertura di una nuova fessura. In definitiva il modello di danno che si
ottiene è di tipo brutale. Infatti, il tensore elastico C s( )  dipende dallo stato s=s(t) che
cambia nel tempo in funzione delle tensioni che si hanno nei giunti di malta. L'apertura di
una nuova fessura fornisce una brusca (brutale) variazione del legame costitutivo.

ANALISI STRUTTURALE

L'analisi di una struttura muraria si conduce considerando le classiche equazioni dei
mezzi continui in cui il legame costitutivo è fornito direttamente dalla (1). La
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formulazione variazionale del problema dell'equilibrio di un corpo murario V, scritta in
termini di spostamenti macroscopici u, al generico istante t, assume la forma:

C s t t t dV t
V

( ( )) $ ( ) $ ( ) ( )∇ • ∇ + =∫ u uδ δΛ 0 (2)

dove $∇  è l'operatore che fornisce la parte simmetrica del gradiente di un vettore e Λ( )t
è il potenziale dei carichi esterni al tempo t. Si evidenzia che il problema evolutivo (2) è
non lineare ad ogni istante di tempo. Infatti il tensore elastico C s( )  nel generico punto
del corpo dipende dallo stato s(t) che può variare in funzione della deformazione

εε( ) $ ( )t t= ∇u  in quel punto di V. La forma variazionale (2) del problema dell'equilibrio di
un corpo murario è la base dello sviluppo del metodo degli elementi finiti in temini di
spostamenti. Attraverso una procedura standard si approssima il problema variazionale
(2) nel problema algebrico:

B U F 0( ( )) ( )t t− = (3)

dove U(t) è il vettore ordinato degli spostamenti nodali al tempo t, F(t) è il vettore
ordinato delle forze nodali e B(•) è l'operatore algebrico non lineare della struttura. In
particolare, B(U(t)) è ottenuto assemblando le quantità Bi(U(t)) relative all’i-esimo
elemento della discretizzazione, tale che:

B U N N Ui ( ( )) ( ( )) ( )t C s t t dVT

Vi

= ∫ (4)

essendo N la matrice delle derivate delle funzioni interpolanti il campo di spostamenti
dell'i-esimo elemento. L'integrale al secondo membro della formula (4) si effettua per via
numerica, ricorrendo al metodo di Guass. In tal modo, il tensore C s t( ( ))  viene valutato
solo nei punti di integrazione. La soluzione del problema non lineare (3), che rappresenta
una soluzione approssimata del problema (2), è determinata sviluppando un opportuno
algoritmo numerico di tipo iterativo.
Si evidenzia allora che l'operatore non lineare B(U(t)) è una funzione non continua e non
differenziabile degli spostamenti U(t). Infatti, il modello di danno è di tipo brutale ed il
tensore elastico C s t( ( ))  cambia repentinamente nel passare da uno stato ad un altro. Se
ne deduce che non possono essere utilizzati metodi iterativi del tipo alla Newton che
richiedono la determinazione delle derivate della funzione B(U(t)). Si discretizza nel
tempo l'equazione (3), e si propone una procedura iterativa di tipo diretta per risolvere il
problema non lineare ad ogni istante di tempo tn. A tale scopo l'equazione non lineare di
equilibrio si riscrive nella forma:

K U U F 0( ( )) ( ) ( )t t tn n n− = (5)

dove K(U(t)) è la matrice di rigidezza secante: K U U B U( ( )) ( ) ( ( ))t t tn n n= . In
definitiva, l'algoritmo numerico proposto consiste, al tempo t=tn, nei seguenti passi:
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1. si pone inizialmente Un
[1]=Un-1;

2. noto che sia il vettore spostamento Un
[k] alla k-esima iterazione, nel generico

punto di integrazione di Gauss si calcola la deformazione εεn
[k];

3. si ritiene che εεn
[k] sia la deformazione media agente sulla microstruttura

periodica della muratura, e si calcolano le corrispondenti tensioni nei giunti di
malta;

4. si verifica a livello micromeccanico l'aprirsi o meno di nuove fessure e cioè il
nuovo stato sn

[k] della muratura;

5. sulla base dello stato sn
[k] si assume nel punto di Gauss C C sn

k
n
k[ ] [ ]( )= ;

6. tramite la relazione (4) ed il successivo assemblaggio si determina B(Un
[k]) e

quindi la matrice di rigidezza secante K(Un
[k]);

7. si determina una nuova soluzione tramite la (5) come:

[ ]U K U Fn
k

n
k -

n
[ ] [ ]( )+ =1 1

;

8. si calcola l'errore η = + +K U U - F( )[ ] [ ]
n

k
n

k
n

1 1 , se η è maggiore di una

prefissata tolleranza si torna al passo 2;
9. si incrementa il tempo e si va al passo 1, fino al termine del percorso di carico

assegnato.

Il modello di danno e la procedura numerica proposti sono applicati nella sezione
successiva.

APPLICAZIONI

Si considera la muratura riportata in Figura 1, caratterizzata dalle seguenti dimensioni
geometriche:

h = 75 mm , s = 225 mm , t =15 mm

Le proprietà elastiche della malta (m) e dei blocchi (b) sono gli stessi di quelli adottati in
(Kralj et al., 1991):

Eb = 15000 Mpa ,  νb = 0.25
Em = 1000 Mpa ,  νm = 0.30

I valori delle costanti elastiche corrispondenti ai vari stati di fessurazione della muratura
sono calcolati tramite la procedura agli elementi finiti proposta in (Luciano, 1996) e sono
riportati in tabella 2, per il caso di fessure aperte. Per quanto riguarda la legge di danno
relativa ai giunti di malta si utilizza il criterio di Coulomb con adesione. In particolare si
considera il caso in cui i coefficienti di attrito e di coesione sono rispettivamente µ=2 e
c=2.25 MPa. Una volta definito il materiale, si sviluppa un'applicazione strutturale. Si
tratta di un pannello murario di altezza H=6m e larghezza L=5m. Il muro è soggetto ad
un carico verticale q=220KN/m agente sulla sommità. Inoltre al panello è imposto uno
spostamento orizzontale u come mostrato in Figura 3. Quindi in Figura 4 è riportato il
diagramma forze di reazione F ottenute in corrispondenza dello spostamento imposto in
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funzione di u. Si nota il comportamento fragile della struttura ed il brutale evolvere del
danno. Inoltre, in Figura 3 sono riportati gli stati di danno della muratura quando lo
spostamento orizzontale imposto in sommità vale uA (vedi Figura 4).

CONCLUSIONI

È stato proposto un modello di danno di tipo brutale per la muratura, basato sulla ipotesi
che si fessuri solo la malta. Sono determinati i possibili stati di fessurazione della
muratura, e per ogni stato sono calcolati i moduli elastici globali del materiale tramite la
tecnica dell'omogeneizzazione. L'analisi strutturale è sviluppata tramite una procedura di
calcolo agli elementi finiti, ed un algoritmo iterativo che dalla scala macromeccanica della
struttura scende al livello della microscala per verificare la formazione di nuove fratture
nella cella unitaria.

Tabella 2: Moduli elastici globali per i vari stati della muratura.
Moduli
(MPa)

s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8

C1111 8942 2761 1203 1302 8398 7967 8398 0
C2222 5595 5329 381 381 1343 0 1343 0
C1212 1562 1326 654 654 838 0 838 0
C1122 1578 630 677 677 530 0 530 0
C1112 0 0 887 -887 -386 0 386 0
C2212 0 0 499 -499 -202 0 202 0

Dall'esame dei risultati numerici relativi all'applicazione strutturale sviluppata, si nota il
modello di danno brutale proposto cogliere il comportamento fragile non lineare del
pannello murario durante le storie di carico esaminate. Inoltre, si evidenzia l'efficacia
dell'algoritmo numerico messo a punto.
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Figura 3: Stati di fessurazione per un pannello murario
soggetto ad un carico verticale ed allo spostamento imposto u.
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