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SOMMARIO: In questo lavoro s presenta un metodo che riduce il problema del
contatto con attrito alla Coulomb ad un problema di complementarita lineare. La
particolarita del metodo risiede nella sua capacita di includere anche eventuali moti rigidi
presenti nella struttura. In questo caso sono quindi compres i pannelli in muratura
costituiti da elementi blocchi ed elementi malta uniti fra loro solo dal legame di attrito
alla Coulomb. Le ipotes base sono quelle di materiale elastico lineare sia per i blocchi
che la malta mentre la non linearita risiede soltanto tra le interfacce degli elementi. In
ultimo s riporta un esempio numerico.

PAROLE CHIAVE: eementi finiti, muratura, complementarita lineare.
INTRODUZIONE

In questo lavoro viene presentato un metodo per la risoluzione del problema del contatto
con attrito alla Coulomb. Questo metodo, tenendo conto di eventuali moti rigidi presenti,
S presta ad essere applicato a quelle strutture murarie pensate come assemblaggio di piu
elementi costruiti a secco o mediante interposizione di maltail cui equilibrio € assicurato
dalla esistenza dell'attrito tra le interfacce. La matrice di rigidezza di questo modello,
includendo tutti i moti rigidi di ogni singolo elemento, € infatti singolare. In genere le
strutture murarie vengono distinte in due tipologie sia in funzione della grandezza
dell'elemento unitario, il blocco, rispetto alla struttura intera che della piu meno regolare
geometria di assemblaggio. Quando i blocchi hanno dimensioni rilevanti rispetto ala
struttura nel suo complesso e pertanto non € riconoscibile una certa regolarita
geometrica nella loro disposizione la struttura s definisce di tipo monumentale o "a
blocchi”. Nel caso opposto, cioé quando é riconoscibile, a causa delle piccole dimensioni
relative dei blocchi, una loro disposizione ripetitiva la struttura, o il piu delle volte una
sua parte, viene definita come pannello murario. Molto spesso questo tipo di struttura
viene affrontata con tecniche di omogeneizzazione. In ogni caso perd una simulazione
numerica agli elementi finiti che tenga conto singolarmente del costituenti € sempre
necessaria anche perche € I'unico modo, oltre a quello strettamente sperimentale, di
testare la bonta del metodi di omogeneizzazione. In questo lavoro, dopo la presentazione
del metodo, S riportera un esempio numerico riguardante un pannello murario. Sia il
blocco che la malta saranno discretizzati mediante elementi finiti. Le ipotes sono le

seguenti:

- gpostamenti infinitesimi,

- elasticitalineare per i due costituenti blocchi e malta,

- attrito alla Coulomb tra malta e blocchi o tra blocchi se non esiste la mata

In letteratura il problemadel contatto viene risolto mediante riduzione ad un problema di
complementarita lineare, (LCP), (Karlbring, 1984) o mediante |'uso del moltiplicatori di
Lagrange o di una loro approssmazione: le funzioni di penalizzazione (Kikuchi e Oden,
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1988). Un metodo che sembra prendere il meglio degli ultimi due € quello de
Lagrangiani aumentati (Alart e Curnier, 1991), (De Saxce e Feng, 1991), (Smo e
Laursen, 1992), (Karlbring, 1992). Nél presente lavoro s fornisce una riduzione del
problema del contatto con attrito alla Coulomb ad L CP generalizzando un metodo di Del
Piero (Del Piero, 1990) valido per il caso di tensioni tangenziai note. Le condizioni di
attrito vengono imposte seguendo |o schema descritto nel lavoro di Lee (Lee, 1994).

IL PROBLEMA

Si assume che la muratura, formata da blocchi disposti con malta, presenti una ripetitivita
geometricadel tipo infig.1.
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figura 1: tipologia del pannello murario

Le equazioni del problema elastico su di un continuo W sono |e ben note
Du =g, Ce=s, divT+b=0 Q)

Come condizioni ai limiti abbiamo sia quelle standard del tipo

u=u sufw, t=t sufw )

dove W' e W sono parti della frontiera W che quelle dovute ale condizioni di
contatto. Queste sono generalmente di due tipi ed esprimono il contatto di una parte
della frontiera con un ostacolo esterno o con un'altra parte della frontiera stessa. In ogni
caso esistono due superfici WE e TWE che possono venire in contatto e quindi coppie
di punti di queste superfici di coordinate finai y, ed y, che devono verificare le
condizioni di contatto. Se con il vettore x denotiamo la configurazione iniziale e con u lo
spostamento, la distanza finale Dy tra le due generiche superfici espresse in una terna
localen,t con n normale ale superfici stesse sara:

Y.+Dy=y,, ~conDyxn30 )
Esplicitando gli spostamenti in forma scalare secondo le due direzioni la (3) porge

Dy, =Dx,+Du, 3 0

Dy, =Du, @
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Le condizioni di compatibilita degli spostamenti unite a quelle sulle tensioni in base ale
ipotes di attrito alla Coulomb diventano:

condizioni lungo lanormale: { Dy,30, t30 Dyt =0 (5)
i-nt £t £nt,
dizioni | lat t_IDytzose_mn<tt< ITtn 6
condizioni lungo latangente: : Dy,3 0 se t= (6)
fDy,£0 s t,=-nt,

L'energia dissipata e fornita ovviamente dalla
tDy, ? 0 (7)

| campi rispettivamente delle tensioni superficiai e degli spostamenti, compatibili con le
condizioni normali, sono

Ki={t,1 Uz, t, =130 suw} ®)
KU={ul U:Dy,=Dx,+Du,3 0 sufW} 9)

dove il campo di spostamenti U s & supposto soddisfare le relative condizioni ai limiti in
(2 e U:[;Nc e lo spazio duale degli spostamenti sulla frontiera. Le condizioni del tipo (5)

(Klarbring, 1984) sono equivaenti ala

Dy,(t,- t,)2 0, t,1 K"t 1 K] (10)

n

dove KT :{tn:tn3 O}. La (10) definisce una polarita tra i convess K e KY. Le
condizioni di attrito in (6) invece possono essere trasformate nella

Dy(t-t)s 0. &1 Ki(t,)" €1 Ki(t,) (1)
dove Kf(tn):{tt:|tt|£rr||tn}. Purtroppo, Kf(tn) dipende dalla tensione t, la quale

ovviamente dipende dalla intensita dei carichi e quindi, in ultima andisi, dal percorso di
carico. Il problema deve essere quindi affrontato in viaincrementale.

FORMULAZIONE AGLI ELEMENTI FINITI

Le equazioni variaziondi di equilibrio in dimensione finita porgono il sistema di
equazioni

Ku+Clt, +Ct, +f=0 (12)
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Le forme discretizzate delle condizioni di contatto (5) e (6) sono

\I,_Cnu-'-DYn:Dxn

1
iDy,20 ,30 t,xDy,=0 13
_‘I_—rrtn£tt£ nt,
fDy,=0 s -nt <t < nt
IIDYI3 n t_ n (14)
IDYt 0 se tt_mn
1Dy, £0 se t,=-nt,
dove
= - +Dx = + Dx
DYn (ubn uan) n D'In n (15)

DYt:ubt_ Uy :Dut

In (15) i vettori u, :(ubn,ubt)Te ua:(uan,ua[)T rappresentano gli spostamenti delle

coppie di nodi che possono venire in contatto. Ovviamente gli spostamenti nodali sono
gialetti nel riferimenti locali (n, t) con n normale all'area di contatto.
Mediante le seguenti relazioni e le loro inverse s introducono due variabili Dt; e Dt;,

utili nel seguito

Dt' =nt, +t, t,=(Dtr +Dt;) / 2m

Dt; =nt, - t, t,=(Dt; - D) /2 4o

le condizioni di equilibrio (12) e di vincolo (13) e (14) possono esprimers nellaforma
1
Ku+Cft,+- CI(Dt; - Dt ) +f =0 (17)
i-C,u+Dy, =Dx,
f t,20 Dy,20, t,xDy,=0

{Dt; 20, Dy; 2 0, Dy; »Dt; =0
fDt; 3 0, Dy; 2 0, Dy; XDt; =0

(18)

dove Dy; e Dy; sono le parti non negetive della proiezione:

1 1
Dy, =5[] + Dy.]- 5[Dy.| - Dy.]=Dy: - Dy Le(1) e (28) possonoin fine

porsi nellaforma di complementarita lineare non standard

0| é c'ulu ‘-f
—_|+a al-1= 19
\Dy\ & 09t I, (19)
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t30, Dy30, txDy=0 (20)
dove:
é C:n l\;l tn DYn Dxn
~_¢e u T + ™, +
C:éCt/Zl,j t=|Dt;/|, Dy=Dy;|, Dx,=| 0 (21)
&C./20 Dt; Dy, 0

LA RIDUZIONE AD LCP

Le (19) e (20) costituiscono un sistemain cui compare I'intero vettore degli spostamenti
u mentre & solo Dy ad essere in complementarita con il rispettivo set delle reazioni t. Le
restrizioni su Dy s trasferiscono agevolmente su Du tramite le relazioni

DJH DYn - D>(n
Du=pu;|= | Dy (22)
Du;| | Dy

Il problema viene quindi rimandato ad una scrittura delle equazioni di equilibrio in cui
compaiano solo le Du. In redta ogni problema di minimo di una forma quadratica
soggetta a condizioni di vincolo lineari pud porsi nella forma data dalle (19) e (20). In
altri termini le suddette relazioni rappresentano le condizioni di Karush,Kuhn e Tucker di
un problema di minimo vincolato. Nél caso in cui la matrice dell'equilibrio elastico K sa
definita positiva € possibile (Karlbring, 1984) estrarre algebricamente dalla (19) un set di
equazioni che esprimano I'equilibrio tra coppie di nodi sia in direzione normale che
tangenziale lungo la frontiera di contatto. In altri termini & possibile giungere ad una
scrittura delle equazioni di equilibrio del tipo:

RHDJH + Rlzmt + tn =- fn

= - (23)
K21DJn + Kzzmt +tt =- ft

Le (23) eleredazioni inversein (16) porgono

€Ky Ki -KUDy| €1 0 o0/t | |-f +KuDx,
& Ku Kz -KazgDy; +20 21 -210Dt = |- f+KaDx,|  (24)
80 0 0 qDy| e 1 1 gpt 0

e quindi con le ovvie posizioni s perviene dla

(25)
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Nel caso che s vuole esaminare, le nostre ipotesi portano alla creazione di una matrice di
rigidezza K semidefinita positiva per cui non € piu possibile usare il metodo innanzi
descritto. In (Stavroulakis et dii, 1991) viene proposto un metodo che, mediante un
approccio agli spostamenti, sotto I'ipotes di tensioni tangenziali note ed in presenza di
moti rigidi, s riconduce ad un LCP. In un successivo lavoro (Lee, 1994), mediante
guesta volta un approccio basato sul metodo delle forze, viene incluso anche |'attrito ala
Coulomb. | due lavori presentano un aspetto in comune. Entrambi tengono conto dei
moti rigidi introducendo per ogni corpo libero una terna di riferimento locale cosicche
ogni spostamento € la somma di un vettore locale piu lo spostamento di tipo rigido
subito dalla terna solidale a corpo libero. Ovviamente lo spostamento rigido non é di per
se limitato in segno per cui la riduzione ad un problema di complementarita lineare
avviene mediante I'introduzione delle due parti positive e negative delle componenti dello
spostamento rigido. In maniera duae, le equazioni di equilibrio vengono viste come
coppie di disequazioni in modo da riavere un problema di LCP. Il prezzo da pagare per
guesto approccio € notevolmente alto in quanto si € costretti ad introdurre le proiezioni
positive e negative di ogni componente del moto rigido. Ad esempio, nel caso piano
occorre introdurre sei parametri per ogni corpo libero presente nella struttura. In un
lavoro di Del Piero (Del Piero, 1990), e stato presentato un metodo diverso che evita
I"introduzione di questi parametri. Nel presente lavoro s intende in pratica estendere
guesto metodo a caso di presenza di attrito alla Coulomb. Non introducendo terne locali
di spostamento s ottiene una sensibile riduzione delle dimensioni del problema.

Supponiamo che il contatto avvenga tramite m coppie di nodi. In atri termini le due
coppie di vettori (t, , t;) e (Dyn, Dy:) descrivono sialo stato tensionale che le distanze tra
m nodi. Le tensioni s suppongono in equilibrio con le forze applicate (bon, be) Una
configurazione della struttura sia definita da i parametri. Supponiamo che questi siano gl
ultimi i parametri: Dy™ '**,...,Dy™ coinvalti nelle condizioni di congruenza lungo n. Se
ad esempio r sono i corpi liberi nella struttura sarac i = 3 x r. 1l vettore Dy, pud quindi
essere decomposto in Dy™' eDy! . A questo punto, secondo il classico metodo delle
forze, la configurazione finale sara data da un moto rigido definito dagli Dy! piu le
deformate elagtiche definite dalle forze t™',t", bg, € by . Le forze t! , che sono le
variabili duali delle Dy! vengono ottenute semplicemente tramite le equazioni di
equilibrio:

R, + R+, =1, (26)

Andiamo ora ad esplicitare ulteriormente le (15)
Dyp' = Dxgy' +Dug" +Dug '+ Dugy’

Dy, =Du, + DX, (2)
Dy? =Dug +Dug +Du]
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In (27) Dul' e Dull denotano gli spostamenti di tipo elastico causati da t7"',t",
Duy' eDuf sono gli spostamenti relativi da moto rigido causatl da Du!, mentre
Dx™' e Dx., rappresentano la distanza iniziale o gap. In ultimo Du"" e Duf sono gl
spostamenti relativi elastici dovuti ai carichi b, € ber. Notare che il vettore Dy rimane
invariato. Dal primo e terzo rigo della (27) possiamo ricavare le (m-i) condizioni di
compatibilita lungo le direzioni n e lem condizioni di compatibilitalungo t

At + A, L7 - RIDU, + Duj ' +Dy; = DX’

nnen

. . . . . 2
At + A7 - RIDU, + DUy + Dy["' = D¢y )
Sostituendo poi il valore di Dy! dalla seconda delle (27), 1a (28) diventa
Aoty + A&7 - RIDY, +Dug’ + Dy = DX, + RIDx, -
Aty + A7 - RIDy, +Dug + Dy =D+ RIDX, )
Laprimadelle relazioni inverse in (16) puo scrivers
2m t"' +2m t) + Dt +Dt; =0 (30)
dove
él(m i,m-l)l\‘l é)(m-i,i)l\‘l
I :gO 0 I =€ 0 (31)
(im-i) U e'ti) u

A questo punto la riduzione € completata. Infatti il sistema delle (26), (29) e (30),
sostituendo il valore di t, ricavato dall’ ultima equazione in (16) puo scrivers

én. 0 A, FA Ut é RT 0 ouDyr| [Dx¢'-Duy'+RIDK,

<] 1 s U4 | 8 U A i

et LR OIRGULE O N e @
?Ar,n 0 ’zAm TAt,tl:]ut é) Rt I 'IL'] D/t _DJot D(ot +RtD(n

g2 2 1 -1 D¢ @ O 0 0f Dy, 0

La (32), tenendo conto delle disequazioni in (18), dopo le ovvie posizioni, conduce a
problemadi complementarita lineare generalizzato

At+BDy=c

t30, Dy30, txDy=0 (33)
Il problema descritto dalle (33) € detto generalizzato in quanto il problema standard si ha
per B = 1. In ogni caso la soluzione € perseguibile tramite il metodo della bimatrice di
Lemke (Stavroulakis et Alii, 1991), (Cottle et Alii, 1992), (Lee, 1994). Le condizioni per
il buon posizionamento del problema sono simili a quelle valide per il caso in cui manca
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I'attrito e che sono state discusse da Del Piero (Del Piero, 1990). Una condizione
sufficiente per l'unicita della soluzione e pertanto |'esistenza di una combinazione lineare
positiva per letensioni t7', t, che soddisfino I'equilibrio in (26) con ti" = 0.

UNA APPLICAZIONE NUMERICA

Di seguito viene riportato il caso di un pannello caricato in sommita con un carico
ripartito e posto tra due elementi verticali indeformabili in modo da far evidenziare
I effetto arco. Si sono discretizzati i films di malta mediante un elemento lineare a quattro
nodi del tipo tratteggiato in fig.2
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figura 2: la discretizzazione

Il pannello, fig.3, € spesso 0.10 m. ed € in condizioni di stato tensionale piano. Le
dimensioni dei blocchi sono rispettivamente 0.2m e 0.1m, disposti con uno spessore di
maltadi 0.02m.

Sono stati scelti, sia per i blocchi che per la malta, gli stessi parametri costitutivi e cioe
un modulo di Young, Ey, pari a 100.000 KN/m2 ed un coefficiente di Poisson n pari a
0.15. 1l pannello é disposto tra due ostacoli rigidi verticali e caricato superiormente con
un carico distribuito pari a 10 KN/m2. 1| coefficiente di attrito mé stato scelto pari ad 1.
Nella figura 3 sono state riportate, per ogni blocco, le due tensioni principali medie
rendendo cosi evidente |’ effetto arco creatosi.

CONCLUSIONI

Nel lavoro viene presentato un metodo per la riduzione del problema di contatto con
attrito alla Coulomb in presenza di moti rigidi, ad un problema di complementarita
lineare. Questo rende il metodo particolarmente utile nello studio delle strutture murarie
composte da blocchi e malta sotto I'ipotesi di contatto unilatero con attrito alla Coulomb
tra i costituenti. L'applicazione numerica riportata conferma |'efficienza del metodo
proposto.
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figura 3: I’effetto arco
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